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1. ENGLISH PREFACE

Let (V,J) be an almost complex manifold. That is, V is a smooth real
manifold and J € End(T'V') a smooth section of the Endomorphism bundle
of the tangent space, satisfying J2 = —1 for all x € V. Define differential
operators on smooth complex-valued functions on V, i.e. 0-forms, by:

dl, - Qo(V) = Q1 (V)
¢ dle = dpo J,

w’? : Q(V) = Qu(V)
¢+ wy = ddi,

and call ¢ € Qo(V) J-conver in p € V, if Lé(p; t) = wé(t,J(p)t) > 0 for
all 0 #t € T,,V, respectively J-convez if ¢ is J-convex in every p € V. The
quadratic form Lé is called Levi Form of ¢ with respect to J.

In this work I derive a local normal form for a J-convex function ¢ : V. — C
in a neighbourhood of a critical point, i.e. a point p € V with d¢(p) = 0.

The first step is to derive a local normal form for a i-conver function, that is,
when V is a complex manifold and i is the corresponding complex structure.
Since we are only interested in the local behaviour, we can restrict ourselves
to C™. In that case I proved the following Theorem, giving a normal form
for the second order terms of ¢:

Theorem 1. Let ¢ : C" — R be i-convez, with ¢(0) = 0, dp(0) = 0. Then
there are complex coordinates (wi,--- ,wy) around 0, such that ¢ has the
form:

d(wy, -+ wy) = |w\2 + Re(w'Dw) + (’)(|w|3),

where D = diag(dy,--- ,dy) and | - | is the norm induced by the standard
hermitian product on C™.

A proof is presented in Chapter 4. The main ingredient in the proof is a
Lemma by Schur, which can be found in [3]. It can be applied in this context,

2
since a function ¢ is i-convex if and only if ( 828_ %) is positive definite. In
10%j

the final revision of this work we became aware that a very similar statement
appears in Harvey/Wells in [12]. However, the proof given here is different
from theirs.

Furthermore, in Chapter 4.1, the following uniqueness statement is proved:
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Corollary 1. Let ¢ : C" — R be i-convex with critical point in 0. Then the-
re is precisely one diagonal matriz D = diag(dy,--- ,d,), 0 <d; < --- <d,,
for which ¢(z1,- -+, 2n) = |2|*+ Re(2!Dz)+O(|2]3) in suitable complex coor-
dinates.

Furthermore, if 0 < di < do < --- < dy, then the normal form is pre-
served precisely by complex transformations of the form f(z1, -+ ,z,) =
(21, -+, %2) + O(|2|?). A similar statement holds if the inequalities are
not strict.

The terms of order larger than 2 cannot be controlled in such a nice way.
The question of how far it is possible to control those terms is discussed in
Chapter 4.2.

When one tries to generalize those statements to J-convex functions two
main problems arise:

(1) For i-convex functions there is an obvious class of suitable coordinate
transformations. In contrast, the question for the right transforma-
tions cannot be answered in a canonical way for J-convex functions.
More precisely the class of (J, J)-holomorphic coordinate transfor-
mations, i.e., coordinate transformations that preserve J, is much
smaller than the one of complex coordinate tranformations (cf. [5]).

(2) The Hessian (%) is not necessarily positive definite if ¢ is a
J-convex function.

Those difficulties can be circumvented, by choosing coordinates in which J
attains a normal form with the property that ¢ is J-convex in 0 if and only
if ¢ is i-convex in 0. The normal form for J was derived by Diederich and
Sukhov [8] and a precise description can be found in Chapter 6. I prove
in Chapter 7 that in fact that normal form for J is invariant under the
transformations used to prove Theorem 1 and therefore there are obvious
generalizations for the Theorem, as well as for the Corollaries. Finally, I
prove the following result:

Theorem 2. Let (V,J) be an almost complex manifold and ¢ : V — C
a J-convex function with a non-degenerated critical point in p € V. Then
there are coordinates z = (z1,- -+ , zn), defined in a neighbourhood of p, with
z(p) = 0, such that J is in normal form and ¢ attains the form

¢(2) = 6(p) + |2[” + Re(z'D2) +7(2).

Here D = diag(dy,--+ ,dy), 0 <dy <---<d,, and r is a polynomial in the
z; with monomials of degree 3 and 4 only.



2. EINLEITUNG

Bei der Untersuchung mathematischer Objekte ist die Frage von beson-
derem Interesse, ob es moglich ist diese auf eine Normalform zu bringen, das
heifit, ob es moglich ist, unter Beachtung gewisser charakterisierender Eigen-
schaften, das Objekt so zu verdndern, dass es am Ende auf moglichst wenige
Parameter reduziert werden kann. Daher sind viele Aussagen dieser Art be-
kannt, wie zum Beispiel die Jordannormalform fiir Matrizen. Diese Arbeit
beschiéftigt sich damit eine Normalform fiir einen bestimmten Funktionen-
typ auf fast-komplexen Mannigfaltigkeiten zu finden, den der .J-konvexen
Funktionen.

FEine wichtige Aussage in der Theorie reellwertiger Funktionen auf reellen
Mannigfaltigkeiten ist das Morse-Lemma(siche [7]). Es besagt, dass fiir ei-
ne reelle Mannigfaltigkeit M und eine reellwertige Funktion f : M — R
um jeden nichtdegenerierten kritischen Punkt p € M von f Koordinaten

(z1,- -+ ,x,) existieren, in denen f die Form
f(xlu"' 7$Tl> :f(p>+x%++x/%‘_xz+l__x%7
fiir ein k € {0,---,n} annimmt. Diese Aussage ldsst sich auf dhnliche Art

und Weise auf holomorphe Funktionen auf komplexen Mannigfaltigkeiten
iibertragen. Genauer findet man folgende Aussage:

Gegeben eine komplexe Mannigfaltigkeit V' und eine holomorphe Funktion
f:V = C, die in p € V einen nichtdegenerierten kritischen Punkt hat.
Dann existieren lokale holomorphe Koordinaten, in denen f die Form

f(Zl,'--,Zn):f(p)—i-zf—l-'"—i-zi,

annimmt (siehe zum Beispiel [11]).

Diese Arbeit beschéftigt sich mit J-konvexen Funktionen auf fast-komplexen
Mannigfaltigkeiten (V, J). Das sind Funktionen ¢ : V' — R, so dass fiir die 2-
Form —ddg¢ gilt: —dded(X,JX) >0V X € TV, wobei dgp(X) := dop(JX).
Ist nun V', aufgefasst als reelle Mannigfaltigkeit, 2n-dimensional und p € V
ein kritischer Punkt von ¢, so erhélt man also aus der J-Konvexitit ei-
ne Bedingung von der Art, dass ¢ in maximal n Richtungen degeneriert
ist. Vergleicht man dies mit der Nichtdegeneriertheits-Bedingung im Morse-
Lemma, die essentiell in dessen Beweis ist, so stellt sich die Frage, ob es eine
vergleichbare lokale Normalform fiir J-konvexe Funktionen gibt.

Man stellt fest, dass eine derart starke lokale Normalform nicht existiert.
Dennoch lassen sich die Terme zweiter Ordnung einer J-konvexen Funktion
auf eine vergleichbare lokale Normalform bringen, ndmlich auf die Form

d(z1, -y 2n) = |z|2+Re(ztDz) +O(|z\3), (2.1)

mit D = diag(dy, - - ,d,) diagonal mit Eintrédgen 0 < d; < ---d,, was in den
Kapiteln 3 und 7 gezeigt wird. Besondere Beachtung ist hierbei der Tatsache
zu schenken durch welche Koordinatentransformationen man ¢ auf diese lo-
kale Normalform bringt, da diese in einer gewissen Weise die fast-komplexe
Struktur auf V respektieren sollten. Im Fall der standard-komplexen Struk-
tur ¢, das heifit V ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, sind es die holomor-
phen Koordinatentransformationen, die ¢ erhalten und es ist deshalb sinnvoll
holomorphe Koordinatentransformationen zu betrachten. Dies ist fiir allge-
meine fast-komplexe Strukturen nicht der Fall und man wird feststellen,
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dass es im Allgemeinen nicht méglich sein wird nur Koordinatentransfor-
mationen zu betrachten, die die fast-komplexe Struktur erhalten. Viel mehr
wird es von Noten sein die Aussagen weiter abzuschwichen und nur zu ver-
langen, dass die Koordinatentransformationen gewisse Eigenschaften von J
erhalten. Wahrend der letzten Korrekturen an der Arbeit stellten wir fest,
dass die Normalform aus Gleichung (2.1) fiir i-konvexe Funktionen bereits
bekannt ist. Sie findet sich in dem Paper ,,Zero sets of non-negative strict-
ly plurisubharmonic functions“ von F.R. Harvey und R.O. Wells (siehe [12]).

Die Arbeit baut sich folgendermafien auf:

Kapitel 3 wiederholt allgemeine Aussagen, die spéter bendtigt werden. Es
unterteilt sich in mehrere Unterkapitel, wobei sich die ersten drei mit Grund-
lagen der Theorie fast-komplexer und komplexer Mannigfaltigkeiten beschéf-
tigen, das vierte Grundlagen iiber J-konvexe Funktionen wiederholt und das
fiinfte Aussagen aus der linearen Algebra. Besondere Beachtung ist der nicht
sehr bekannten Aussage von Schur (siehe [3]) iiber die Diagonalisierbarkeit
symmetrischer komplexer Matrizen in Kapitel 3.5 zu schenken.

In Kapitel 4 wird gezeigt, dass sich i-konvexe Funktionen immer durch
komplex-lineare Koordinatentransformationen auf die Form aus Gleichung
(2.1) bringen lassen und es werden Aussagen iiber die Eindeutigkeit dieser
Form getroffen, sowie diskutiert, ob es eine sinnvolle lokale Normalform fiir
die Terme hoherer Ordnung gibt.

Die Kapitel 5 und 6 liefern die notwendige Theorie fiir die Verallgemeinerung
der lokalen Normalform i-konvexer Funktionen auf eine lokale Normalform
J-konvexer Funktionen. Kapitel 5 wiederholt Aussagen aus der Theorie J-
holomorpher Kurven, die eine wichtige Rolle bei der Diskussion J-konvexer
Funktionen spielen. Diese wird in Kapitel 6 verwendet, um eine lokale Nor-
malform fiir die fast-komplexe Struktur J zu finden, die die Eigenschaft hat,
dass beziiglich dieser lokalen Normalform J-Konvexitdt und i-Konvexitét in
einem Punkt dasselbe sind. Kapitel 7 verwendet dieses Resultat um aus der
lokalen Normalform i-konvexer Funktionen eine lokale Normalform fiir die
J-konvexen Funktionen herzuleiten.
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3. VORAUSSETZUNGEN UND NOTATIONEN

In diesem Kapitel soll an einige Voraussetzungen erinnert werden, die
dann im Folgenden verwendet werden, und Notationen eingefiithrt werden.
Um die Unterscheidung zwischen i-konvexen und J-konvexen Funktionen
zu verstehen, ist es wichtig, den Unterschied zwischen komplexen und fast-
komplexen Mannigfaltigkeiten zu kennen. Die Einfithrung dieser Begriffe in
den Kapiteln 2.1 bis 2.3 orientiert sich an [1], sofern nicht explizit auf ande-
re Quellen verwiesen wird. Weiter bendtigt man einige grundlegende Eigen-
schaften J-konvexer Funktionen. Diese finden sich in Kapitel 2.4, welches
sich an der Einfiihrung J-konvexer Funktionen in [14] orientiert. Kapitel 2.5
fasst einige Ergebnisse iiber die Diagonalisierbarkeit von Matrizen zusam-
men.

3.1. Komplexe Strukturen auf reellen Vektorrdumen. Zunichst benttigt

man den Begriff einer komplexen Struktur J auf einem reellen Vektorraum
V.

Definition 1. Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension dimV = n. Eine
komplexe Struktur J auf V ist ein linearer Endomorphismus J : V — V', so
dass J? = —1.

Bemerkung 1. J induziert auf V die Struktur eines komplexen Vektorrau-
mes via

(a+ib)- X :==aX +bJX
fir alle X € V, a,b € R, wie man leicht nachrechnet. Insbesondere hat also
jeder Vektorraum, auf dem eine komplexe Struktur definiert ist, gerade reelle
Dimension. Man bezeichnet den durch J induzierten komplexen Vektorraum
im folgenden mit (V,.J).

Bemerkung 2. Hat man umgekehrt einen komplexen Vektorraum der Di-
mension n gegeben, so induziert die Identifikation von C™ mit R?", gegeben
durch

(Zl:$1+iy17"' ,zn:xn+éyn)—>(x1,--- y Ty Y1, ° 0 ,yn),

eine komplexe Struktur auf R?" durch JX :=iX fiir alle X € C". Diese ist
in der Standardbasis offensichtlich gegeben durch die Matrix:

0o -1,
)

Sie wird im folgenden auch als standard-komplexe Struktur auf R?" bezeich-
net.

Proposition 1. Seien J und J komplexe Strukture auf den reellen Vek-
torrdumen V und V und sei f : V — V eine reell-lineare Abbildung. Dann
qgilt: 3

[ ist als Abbildung zwischen den durch J und J definierten komplezen Vek-
torrdumen komplex-linear genau dann, wenn Jo f = fo J.
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Beweis. Dies folgt sofort aus der Definition der komplexen Multiplikation
auf (V,J) und (V, J). O

Die folgende Proposition charakterisiert die komplexen Strukturen auf
R?" durch die standard-komplexe Struktur. Ein Beweis findet sich in [1].

Proposition 2. Jede komplexe Struktur J auf R®™ lisst sich darstellen als
J =S8Jys™
fir ein passendes S € GL(2n; R).

Im Kontext J-holomorpher Kurven ist die folgende Proposition von In-
teresse

Proposition 3. Sei J eine komplexe Struktur auf einem reellen Vektor-
raum V und V' C V ein reeller Untervektorraum. Dieser ist J-invariant
genau dann, wenn V' ein komplexer Untervektorraum von V', aufgefasst als
komplexer Vektorraum, ist.

Beweis. Folgt sofort aus der durch J definierten komplexen Multiplikation
auf V. 0

Korollar 1. Jeder eindimensionale komplexe Untervektorraum U wvon V,
ausgestattet mit der komplexen Struktur J, ldsst sich darstellen als U =
span(X, JX) fir ein X € U.

Beweis. Sei 0 # X € U beliebig. Da U ein eindimensionaler komplexer
Untervektorraum von V, ausgestattet mit der komplexen Struktur J, ist,
kann man jedes Y € U schreiben als Y = (a + bJ)X mit a,b € R. Das heifit
U = span(X, JX). O

3.2. Komplexe und fast-komplexe Mannigfaltigkeiten. Mit Hilfe des
Begriffes einer komplexen Struktur auf einem reellen Vektorraum lésst sich
jetzt definieren, was man unter einer fast-komplexen Mannigfaltigkeit ver-
steht:

Definition 2. Sei V eine differenzierbare reelle Mannigfaltigkeit.

Eine fast-komplexe Struktur J € End(T'V) auf V ist ein glatter Schnitt im
Endomorphismenbiindel des Tangentialbiindels, so dass J, : T,V — T,V in
jedem x € V eine komplexe Struktur auf 7,V definiert.

Eine fast-kompleze Mannigfaltigkeit (V,J) ist eine differenzierbare reelle
Mannigfaltigkeit V zusammen mit einer fast-komplexen Struktur J.
Hierbei bezeichnet T'V das Tangentialbiindel von V und T,V den Tangen-
tialraum an V in z.

Da jeder Vektorraum auf dem eine komplexe Struktur definiert ist ge-
rade Dimension hat, gilt dies insbesondere fiir T, V. Es folgt sofort, dass
jede fast-komplexe Mannigfaltigkeit (V, J) gerade reelle Dimension hat, d.h.
dimrV = 2n.

Beispiel 1. C" ist eine differenzierbare relle Mannigfaltigkeiten, diffeo-
morph zu R?" vermittels des Diffeomorphismus

(.T]l,"' y Lns Y1, 7y'fl)'_>z:<zl:xl+iy17"' 7zn:$n+13/n)
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Der reelle Tangentialraum 7, C™ hat beziiglich dieser Koordinaten die Basis:
0 g 0 0
R ’87%’8741"”87%
Offensichtlich ist dann durch Jy(z) := Jo : T,C" — T,C™ eine fast-komplexe
Struktur auf C™ definiert und es gilt:
0 0 0 0

555‘1‘) B 0%" Jo(ayi) B &Ei'

Jo stimmt, unter der in Bemerkung 2 gegebenen Identifikation von R?*" =
T,C™ mit C", mit der Multiplikation mit ¢ auf C" {iberein. Deshalb bezeich-
net man die so erhaltene fast-komplexe Mannigfaltigkeit auch mit (C",1%)
und schreibt manchmal ¢ anstelle von Jy. Man nennt ¢ die standard-fast-
komplexe beziehungsweise natirliche fast-kompleze Struktur auf C”.

T.C" = (

Jo(

Eine komplexe Mannigfaltigkeit V wird wie folgt definiert:

Definition 3. Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist eine reelle Mannigfaltig-
keit V, zusammen mit einem Atlas {fasUataca, fo : Uy — C", so dass die
Ubergangsfunktionen

fao(fs) ™' f5(UanUg) C C" — fo(UyNUg) C C"
holomorph fiir alle , 5 € A sind.
Wie man zum Beispiel in [1] nachlesen kann gilt:

Lemma 1. Jede komplexe Mannigfaltigkeit V ist auf natirliche Weise eine
fast-komplezre Mannigfaltigkeit, wobei die fast-komplexe Struktur J auf V
von der natirlichen fast-komplexen Struktur auf den Karten induziert wird.
Das heifst, dass J eindeutig festgelegt ist durch (fo)x o J = i o0 (fo)«. Die
Wohldefiniertheit von J folgt aus der Tatsache, dass die Ubergangsfunktionen
holomorph sind.

In diesem Kontext macht es Sinn den Begriff der (J, J)-holomorphen
Funktionen einzufiihren.

Definition 4. Eine glatte Funktion f : (V,J) — (V,J) wird (J, J)-holomorph
genannt, wenn gilt f,oJ = J o f,.

Bemerkung 3. Hat man einen Diffeomorphismus f : V — V zwischen
reellen Mannigfaltigkeiten und eine fast-komplexe Struktur J auf V, so in-
duziert f auf natiirliche Weise eine fast-komplexe Struktur auf V durch
J:= f.oJo(f 1), Insbesondere ist dann f (.J,.J)-holomorph.

Die hier gegebene Definition holomorpher Funktionen ist konsistent mit
der klassischen Definition holomorpher Funktionen (Beweis siehe [1]):

Lemma 2. Eine Abbildung f : (C™,i) — (C™,1) ist (i,i)-holomorph genau
dann, wenn sie holomorph im klassischen Sinne ist.

Das heifit die Diffeomorphismen von C" nach C", die die natiirliche fast-
komplexe Struktur erhalten, sind genau die biholomorphen Abbildungen
C" — C". Betrachtet man jetzt fast-komplexe Strukturen J und J auf
einer Mannigfaltigkeit V, so stellt sich die Frage, ob es immer einen (.J, .J )-
holomorphen Diffeomorphismus ¢ : V. — V gibt. Wie man leicht, mit Hilfe
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des folgenden Theorems von Newlander-Nirenberg ([4]), durch Wahl einer
geeigneten fast-komplexen Struktur zeigen kann, ist dies im Allgemeinen
nicht der Fall.

Theorem 3. FEine fast-komplexe Mannigfaltigkeit (V,J) ist komplex genau
dann, wenn der Nijenhuistensor Nj identisch verschwindet.

Hierbei ist der Nijenhuistensor N einer fast-komplexen Struktur J auf einer
Mannigfaltigkeit V' der (2,1)-Tensor definiert durch

NJ(X,Y):=[JX,JY] - [X,Y] = J[X,JY] — J[JX,Y]

fir alle X, Y € TV.

Ein Beispiel fiir die Existenz fast-komplexer Strukturen, die nicht komplex
sind, ist das Folgende, welches mit Hilfe der Ergebnisse von M. Griineberg
(siehe [13]) konstruiert wurde:

Beispiel 2. In [13] wird gezeigt, dass, gegeben eine Riemann’sche Man-
nigfaltigkeit (M, g), auf natiirliche Weise eine zur Metrik g assoziierte fast-
komplexe Struktur J, auf dem Tangentialbiindel T'M existiert. Insbesonde-
re wird gezeigt, dass J, von komplexen Koordinaten induziert wird genau
dann, wenn g eine flache Metrik auf M ist. Unter Verwendung dieser Ergeb-
nisse geniigt es zur Konstruktion einer fast-komplexen Struktur, die nicht
komplex ist, eine beliebige Metrik auf R? zu betrachten, die nicht flach ist,
und die assoziierte fast-komplexe Struktur zu berechnen. Dies wurde fiir die
Metrik g(z1,72) := (1 + z3)dz? + dr2 gemacht und man erhilt folgende
fast-komplexe Struktur J:

L2X4 23
1423 1423 1 0
—X2T3 0 0 1
J(xlv 2,3, «T4) = 14+ x323 _ z3a] _ z3z3T4 _ ®axy  _ ToT3
1+§§ (1+x2)2 (1+z22)22 1423 143
T5X3T4 _ T523
(1+a3) L+ 155 mems 0

Nachrechnen zeigt, dass .J tatsichlich eine fast-komplexe Struktur auf R*
ist. Das heiit (R*,.J) ist eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit.

Um zu sehen, dass diese nicht komplex ist betrachtet man die Vektorfelder
o)

9e; und 8%4 und zeigt, dass der Nijenhuistensor N, J(a%g, 8%4) nicht identisch

verschwindet. Hierzu berechnet man zunéchst die letzten drei Terme des
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Nijenhuis-Tensor:

o 0
— 1] =0
|:83337 8:754] ’
o 0 oy 0 0 0
7 |:J81'3 8.%'4:| = |:8.%'1 B 1 —i—x% 8953 —1_162'%.38.%'47 8334:|
=7 (1 +x 31'3)
7 0 _ 0 Tox3 O
axg 8:754 8953 83:2 1+ x% 8.%3

=J
< +$§89€3>
—J

0
|:J 6903 3564:|

Das heifit, dass die Summe der letzten drei Terme im Nijenhuis-Tensor ver-
schwindet. Also gilt:

Ny 9 [Ja Ja]

Ox3’ Oxy4 Ozr3’~ Oy
0 Lo 4 0 0 0 ToI3 0
= 5. 3. TTl3 g — o — T 5o —
oxy 1+ 5 0x3 8%4 0xo 1+ 5 Oxs
B 374 i LT T4 O i 373 i
B (1 + {L‘%)Q 0xs 1+ 5 81’3 383}4 1+ l’% 0xy
1+223 0 1 0

T (1 +ad)?0r3  1+ad0n
Das heifit der Nijenhuis-Tensor, ausgewertet auf 8%3 und 8%4, wird nir-
gends Null und ist somit insbesondere nicht identisch verschwindend. Also

ist die fast-komplexe Mannigfaltigkeit (R*,.J) nach Theorem 3 keine kom-
plexe Mannigfaltigkeit.

Von besonderem Interesse im Kontext der Unterscheidung zwischen kom-
plexen und fast-komplexen Mannigfaltigkeiten ist die Frage, ob der Raum
der (J, J)-holomorphen Diffeomorphismen von (C", J) nach (C", J) sich mit
dem Raum der biholomorphen Abbildungen auf (C",:) identifizieren ldsst
beziehungsweise ob Ahnlichkeiten zwischen den beiden Réumen bestehen.
Dies ist nicht der Fall sondern viel mehr ist dieser Raum im Allgemeinen
viel kleiner, wie aus [5] folgt.

3.3. Komplexifizierung des Tangentialbiindels. Es erweist sich als niitz-
lich lokal auf C™, aufgefasst als 2n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit, an
Stelle von R?" zu arbeiten, da beide Mannigfaltigkeiten, vermittels des in
Beispiel 1 gegebenen Diffeomorphismus

(xla"' s Lns Y1, ,yn)l—>z:(z1:x1+zy1,zn::J:n—i-zyn),

diffeomorph zueinander sind und sich auf C™ die Theorie J-holomorpher
Kurven in Kapitel 5 als intuitiver herausstellt. Von besonderem Interesse
ist hierbei die Komplexifizierung des Tangentialbiindels.
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Definition 5. Sei V eine 2n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit. Der durch
das reelle Tensorprodukt von C mit TV gegebene Vektorraum

TV .= Cer TV

wird als Komplexifizierung des Tangentialbiindels von V bezeichnet.
Analog wird fiir p € V' der durch das reelle Tensorprodukt von C mit 7,V
gegebene Vektorraum
C
T,V :=Cer1T,V
als Komplexifizierung des Tangentialraumes von V' in p bezeichnet.

Offensichtlich ist T, ;DV auf natiirliche Weise ein komplexer Vektorraum
durch Multiplikation mit ¢. Stattet man zusétzlich V' mit einer fast-komplexen
Struktur J € End(T'V') aus, so erhdlt man durch C-lineare Fortsetzung von
J auf TCV eine fast-komplexe Struktur auf der Komplexifizierung des Tan-
gentialbiindels. Diese stimmt im allgemeinen nicht mit der Multiplikation
mit ¢ iiberein.

Man sieht leicht ein, dass J die komplexen Eigenwerte +¢ hat, denn:
Sei X € TV Eigenvektorfeld von J zum Eigenwert A. Dann folgt aus
J? = —1, dass gilt:
NX =X =-X= ==+l
Definition 6. Der Raum der Eigenvektorfelder zum Eigenwert ¢ wird mit
TtV =X e TV|JX = iX}

bezeichnet. Man nennt seine Elemente auch holomorphe Vektorfelder.

Analog wird der Raum der Eigenvektorfelder zum Eigenwert —i mit
7OV .= {X e TOV|JX = —iX}

bezeichnet und man nennt seine Elemente auch antiholomorphe Vektorfelder.

Dass diese Bezeichnungen Sinn ergeben wird spéter klar, wenn man C"
mit der standard-komplexen Struktur betrachtet.

Bemerkung 4. Man liest unmittelbar ab, dass auf TV die durch i
gegebene fast-komplexe Struktur mit der durch J gegebenen iibereinstimmt.

Man erhilt folgende Aussage iiber den Zusammenhang zwischen TV,
7OV, TAOV yund TODV:

Lemma 3. Sei (V,J) eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit. Setze J C-linear
auf TV fort. Dann gilt:
(1) Durch
71Oy
H(X —iJX)

TV

_>
X —

TV — 1OV
X = (X+iJX)

ist ein C-linearer (bzw. C-antilinearer) Isomorphismus gegeben.

(2)
T =700y g TOVY
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Beweis. Man rechnet nach, dass %(X —iJ X)) Eigenvektorfeld zum Eigenwert
1 ist:

1 1 1 1
J5(X = iJX) = 5 (JX - iJ*X) = S (X + JX) = z‘i(X —iJX).
Analog gilt:

1 1
J3(X +iJX) = S(JX —iX) = —ig(X +iJX).

1
2
Also sind die Abbildungen wohldefiniert. Es sei durch Y — Y die komple-
xe Konjugation beziiglich i auf TCV gegeben. Offensichtlich ist fiir beide
Abbildungen die Umkehrabbildung auf dem Bild gegeben durch:

Y=Y +Y
Das heifit aber, dass die beiden Abbildungen R-lineare Isomorphismen auf
ihr Bild sind, und somit ihr Bild jeweils reelle Dimension 2n hat.
Wegen dimgT'V = 4n und Tél’o)VﬂTlgo’l)V = {0} fiir alle p € V, folgt die
Isomorphismuseigenschaft in (1) und hieraus sofort (2).
Es bleibt die komplexe Linearitit (bzw. Antilinearitit) zu iiberpriifen. Sei-

en also a,b € R beliebig. Unter Vernachlissigung des Faktors %, der rein
technischer Natur ist, gilt:

JX —iJ(JX)=JX +iX =i(X —iJX)
JX+iJ(JX)=JX —iX = —i(X +iJX)
Das heifit die erste Abbildung ist komplex linear und die zweite komplex

antilinear. O

Man rechnet leicht nach, dass J eine fast-komplexe Struktur auf dem
reellen Kotangentialbiindel induziert, die gegeben ist durch:

(JN(X) = AJX) VX e TV; A e T*V.
Komplexifizierung des Kotangentialbiindels ergibt:
Ty — (OO = (A eT®V | AY)=0VY e TODVY,
TOY = (TODY ) = (A e TV | ANY) =0V Y e TEOVY,

was man leicht nachrechnen kann. Ahnlich kénnen auch das Tensorbiindel
und die duflere Algebra komplexifiziert und zerlegt werden, worauf aber nicht
weiter eingegangen werden soll, da es in den Folgenden Betrachtungen keine
Rolle spielt.

Sei jetzt V' = C™ zusammen mit der standard-komplexen Struktur Jy. Es
sei daran erinnert, dass

000 o
ory’ 0z, Oy1’ T Oy,
eine Basis des reellen Tangentialraumes T,C" = T,R?" ist. Wie oben bereits

beschrieben, ist T7CC™ auf natiirliche Weise ein komplexer Vektorraum durch
Multiplikation mit ¢. Offensichtlich bilden die Vektoren der Form

o _10 .0
0z; T2 o0x; Gyz

)7i:1,"'7n7
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0 1 ( 0 iy 0
— == i
07; 2" 0x; 0Y;
eine Basis von TCC™ und durch sie ist eine globale Trivialisierung des Tan-
gentialbiindels gegeben. Man rechnet leicht nach, dass gilt:

)>i:17"'1n

TCEO e = spcm{%\i =1,---,n},

TCODEn = span{aa_\i =1,---,n}.
Zi

Das heifit: Die holomorphen Vektorfelder sind genau diejenigen von der Form

"0
Z:ZZi£7 Zi=X;+iY; €eCi=1,--- ,n,
i=1

und die komplex-lineare Identifikation von 7’ Z(I’O)C" mit T,C" = C" ist ge-
geben durch die Identitét

Z— (Zy,-+ ,Zy) € C"=T,C", (3.1)
denn es gilt:

Z+ 7 =2Re(Z)

—QZRe azl
) )

o
_ZRe{ B 8yz)+Z(X8:vz Yiayi)}

i
TZC” =0 (Zl, o ,Zn)'
Eine Basis des komplexifizierten Kotangentialraumes ist gegeben durch:
dz; :=dx; +idy;, 1 =1,--- ,n,
dz; :=dx; —idy;,1=1,--- ,n
Und es ist offensichtlich
T Cn = spang {dzli =1,--- ,n},
7O = spang {dzli =1,--- ,n}.

Insbesondere sind die gewahlten Basen dual zueinander in dem Sinne, dass

gilt:
0 .
*i (a) =iy hj =1 m

_( 0 .
dZi (82’3) :52_77 Zaj:]-u"' , T

Man beachte, dass es sich bei den Elementen aus T%*C™ nach wie vor um
R-Linearformen, jetzt aber mit Werten in C, statt in IR, handelt.

Wichtig ist im Folgenden in Bezug auf die Komplexifizierung des Tangen-
tialbiindels vorallem das folgende Lemma:
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Lemma 4. Seien (V,J), (V,J) fast-kompleze Mannigfaltigkeiten und f
V — V eine (J, J)-holomorphe Funktion. Dann ist das folgende Diagramm
wohldefiniert und kommutiert:
v Isoorv
I !

Toy Ly poy

wober f : TV — TCV die (eindeutige) C-lineare Fortsetzung von fy :
TV — TV ist.

Beweis. Zunichst zeigt man, dass das Diagramm wohldefiniert ist, das heifit
f(TCO0V) « TCA0V | Jedes Element aus TV ist nach Lemma 3 von
der Form X —iJX mit X € TV. Aus (J, J)-Holomorphie von f folgt:

FoX —iJX) = fu X —ifi(JX) = f. X —iJ(f X) € TCOOY

Das heif3t, dass das Diagramm wohldefiniert ist. Die Kommutativitit liest
man sofort aus der Rechnung ab. U

3.4. J-konvexe Funktionen. Sei im Folgenden ¢ : V — R eine glatte
reellwertige Funktion auf einer fast-komplexen Mannigfaltigkeit (V, J). Man
definiert die Differentialoperatoren

dg : Qo(V) = (V)
df:¢ = dgo J,
w) : Qo(V) = (V)
wy = —ddgo,
wobei (V') das Biindel der alternierenden k-Formen auf V' bezeichne.

Definition 7. Eine glatte Funktion ¢ : V' — R wird als J-konvex in p € V
bezeichnet genau dann, wenn

LA (pst) = wh(t, J(p)t) > 0

fir alle 0 £t € T,V.

Man bezeichnet die quadratische Form Li auch als Levi-Form von ¢ beziiglich
J.

Man nennt ¢ J-konvez, falls ¢ J-konvex fiir alle p € V ist.

Das J bei dZ, wg , Lé wird im Folgenden auch manchmal weggelassen,
wenn klar ist, um welches .J es sich handelt.

Lemma 5. Fine glatte Funktion ¢ : C" — R ist i-konvex genau dann, wenn
die symmetrische komplexe n X n-Matriz (%) positiv definit ist.

Beweis. In den Koordinaten (z1,---z,) auf C™ gilt unter Verwendung der
Identitédten dz; o i = idz;, dz; o i = —idZ;:
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wy = —ddg
= —d(d¢ o)

= —d (Z gidzi 0i+ gidzi oi)
=1

B N0 0
= —d (Z Z@zi dz; — Z@z_i dzz>

i=1
" 9% 9%¢

= - A% Adz — i————dz; A d7
Z 82}82’1 “ “ ZaZj Zi “ “

ij=1

= —2i

1,j=1

dz; N\ dZ_]

Sei nun Z := (Zy,---,%Z,) € C" = T,C" ein beliebiger Tangentialvektor.
Dann gilt:

| (9Ziaij

wy(Z,iZ) = —2i dz; N dz(Z,i2)

l”j:
n
Z Po o

2,j=1

Das heifit aber nichts anderes als wy(Z,iZ) > 0 fiir alle 0 # Z € TC™ genau

2
dann, wenn (783 a(bz*-) positiv definit ist. O
i10Zj

Bemerkung 5. Aus dem Beweis folgt, dass fiir die standard-fast-komplexe
Struktur Jy gilt: )
Wi = —2i00¢,

wobei 0¢ := 31| 92dz; und d¢ := 3.1 $2d7.

Diese Formel lésst sich nicht auf offensichtliche Art auf den Fall allgemei-
ner J-konvexer Funktionen verallgemeinern, da fiir nichtkonstantes J die
Koeffizienten von wi Ableitungen von J enthalten.

Fiir das Verhalten von Ly unter (J, J)-holomorphen Funktionen erhélt
man das folgende Lemma (siehe [8]):

Lemma 6. Seien (V,J) und (V,J) fast-kompleze Mannigfaltigkeiten und
f:(V,J)— (V,J) eine glatte (J, J)-holomorphe Funktion. Dann gilt:

Ist ¢ : V = R eine glatte reellwertige Funktion in einer Umgebung von
f(p) € V, dann ist ¢o f eine glatte reellwertige Funktion in einer Umgebung

von p € V und Ly erfiillt die Gleichung:
Lo (p, X) = Li(f(p), fe(p)X) VX € T,V
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Beweis. Sei X € TV beliebig. Da f (J, J)-holomorph ist gilt: f,(JX) =
J(f«X). Es folgt:

(@) (X) = dio(f.X) = do(J(f.X))
= do(f.(JX)) = d(do f)(JX)
= di(¢o f)(X).

Das heifit: f*(déqb) = dl(¢ o f). Wendet man hierauf die Invarianz der
auleren Ableitung unter Pull-back an, so ergibt sich:

[ddde) = d(frdie) = dd{(¢of).
SchlieBlich folgt die Behauptung durch erneutes anwenden der (.J,.J)-Holo-
morphie von f:
WI(FXJ(fX) = —ddio(f:X, T (X)) = —dd{o(f X, [<(JX))
= —["(ddgg)(X,JX) = —ddg(¢o [)(X,JX)
= wi (X, JX).
Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der Levi-Form L. O

3.5. Diagonalisierung komplexer symmetrischer Matrizen. Zunéchst
sei an den Spektralsatz fiir normale Endomorphismen erinnert:

Satz 1 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen). Eine Matriz A €
C™ ™ st unitdr diagonalisierbar genau dann, wenn A normal ist. Das heift:
Es gibt ein U € U(n) mit U~LAU diagonal genau dann, wenn AA* = A*A.

Ein Beweis findet sich in [2].
Hieraus folgt der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen:

Definition 8. Sei fiir A,--- , )\, € C

M O -0
diag(Al’ cee An) = 0 )\2 .. . e qj’rLX’fl7
o 0
0 -~ 0 M\,
beziehungsweise allgemeiner fiir Matrizen A; € C"*™ ¢ =1,--- , k, Zle n; =
n
A 0 - 0
dlag(A17 . 7An) — O A2 c. . c CnX’ﬂ
oo o0
0 -~ 0 A

Satz 2 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen). Sei A € C™*"
selbstadjungiert, d.h. A = A*. Dann ist A unitdr diagonalisierbar und alle

Eigenwerte Ay, -+ , Ay von A sind reell. Das heifst: Es existiert eine unitdre
Matriz U € U(n), so dass U*AU = diag(A1,- -+ , An).
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Beweis. A ist normal und somit nach dem Spektralsatz fiir normale Endo-
morphismen unitir diagonalisierbar. Das heiffit: Es geniigt zu zeigen, dass
alle Eigenwerte von A reell sind. Sei hierzu v Eigenvektor zum Eigenwert A,
also Av = Av. Dann gilt:

A< v,0>=< Av,v >=< v, A% >=< v, Av >= A <v,v >

und somit A = X, wobei <,> das standard-hermitesche Produkt auf C"
ist. O

Ahnlich zum Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen kann
man auch symmetrische komplexe Matrizen mit Hilfe der Singuldrwertzer-
legung durch unitdre Matrizen diagonalisieren:

Definition 9. Die Singuldrwerte 0 < dy < --- < d,, einer Matrix A € C"*"
sind die Eigenwerte der positiv semidefiniten selbst-adjungierten Matrix
AA* = (AA*)*, wobei A* := A' die adjungierte Matrix zu A ist.

Satz 3 (Singuldrwertzerlegung, Beweis siehe [6]). Sei ¥ € C™*", mit Sin-
gulirwerten 0 < dy < --- < d,,. Dann existieren U,V € U(n) mit UXV =
diag(dy,---dy).

Lemma 7. Sei A € C"*" diagonalisierbar. Dann existiert ein Polynom
p(A), so dass A = p(A?).

Beweis. Nehme zunéchst an, dass A diagonal ist mit A = diag(dy,--- ,dy)
und dy < --- < dy, alle ungleich 0. Dann geniigt es die Existenz einer Losung
des folgenden linearen Gleichungssystems zu zeigen:

n—1
diag(dy,--- ,dn) = cidiag(di’,- -+, d2)
=0

Diese existiert und ist eindeutig, wie man mit Hilfe der Vandermonde-
Determinante sofort einsieht. Das heifit man erhélt ein Polynom p(\) mit
A = p(A?).

Sei nun A eine beliebige diagonale Matrix. Die Aussage folgt dann, indem
man das Polynom p fiir die Diagonalmatrix A’, auf deren Diagonalen jeder
von 0 verschiedene Eigenwert von A genau einmal auftritt, bestimmt. Dieses
erfiillt dann offensichtlich auch A = p(A?2).

Sei schlieBllich A nicht diagonal. Dann existiert ein S € GL(n,C) mit D4 :=
S~1AS diagonal, da A diagonalisierbar ist. Dasselbe S diagonalisiert auch
A? und man erhilt D% = S71A2S. Insbesondere existiert ein Polynom p(\)
mit Dy = p(D?). Man iiberzeugt sich leicht, dass dieses auch A = p(A?)
erfiillt. O

Satz 4 (Schur, siehe [3]). Sei A' = A € C"*" eine symmetrische kompleze
Matriz und seien 0 < dy < --- < d,, ihre Singuldrwerte. Dann existiert eine
unitire Matriz U € U(n), so dass gilt U'AU = diag(dy,---dy,).

Beweis. Nach Singulérwertzerlegung gibt es unitire Matrizen U,V € U(n)
mit A=UDV und D = diag(dy,--- ,dy), wobei 0 < dy < -+ < d,dpy1 =
-+ =dy, = 0 die Singulérwerte von A sind.

Wegen Symmetrie von A gilt:

ViDU' = A' = A=UDV
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und somit:
WD =DW! W: =V HUeU(n).
Also gilt:
WD*W* = (WD)(WD)*
— (DW')(DW**
= DW*W)'D
= D2

Es folgt, dass W mit D? kommutiert (W* = W~! fiir W € U(n)), und damit
insbesondere mit D, da D nach Lemma 7 als Polynom in D? geschrieben
werden kann.
Stelle D dar als D = diag(A,0,---,0) mit A := diag(dy,--- ,d,) invertier-
bar. Kommutativitit von W und D bedeutet WD = DW. Das heif3t, dass W
von der Form W = diag(Wy, W) mit Wy € GL(C,r), Wy € GL(C, (n —r))
ist.
Weiter folgt aus WD = DW und WD = DW?, dass
AWy = WiA = AWY.
Das heifit, dass W7 wegen Invertierbarkeit von A symmetrisch ist.
Wenn man jetzt U durch die ebenfalls unitire Matrix Udiag(1y, Wy ') er-
setzt, so bleibt die Eigenschaft A = UDV erhalten und W wird zu
Wdiag(I, Wz_l), was nichts anderes heifit, als dass W5 durch die Identitéit
ersetzt wird. Das heifit W ist jetzt symmetrisch.
1
Es existiert eine Wurzel W2, da W als unitdre Matrix normal und somit
diagonalisierbar ist. Nach Lemma 7 existiert ein Polynom p()), so dass
W2 = p(W) und somit kommutiert auch W2 mit D. Also gilt:
A = UDV = UD(W-Hiyt
= UDW-U! = UW :DW 2
(UW—2)D(UW2)t.
Insbesondere ist UW =2 unitéir als Produkt unitirer Matrizen. Benennt man

UW~=3 um in U , so schlielt dies den Beweis ab. O

Korollar 2 (siehe [3]). Fiir zwei symmetrische kompleze Matrizen A, B €
C™*™ gibt es eine unitire Matriz U mit U'AU = B genau dann, wenn sie
dieselben Singuldrwerte haben.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 4. O
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4. LOKALE NORMALFORM FUR I-KONVEXE FUNKTIONEN

Dieses Kapitel beschéiftigt sich mit der lokalen Gestalt i-konvexer Funk-

tionen in der Nahe eines kritischen Punktes. Daher geniigt es hier C™, aus-
gestattet mit der standard-fast komplexen Struktur, zusammen mit einer
i-konvexen Funktion ¢ : C" — R, die in 0 einen kritischen Punkt hat, zu
betrachten. Weiter macht es Sinn ¢(0) = 0 zu verlangen, da i-Konvexitét
invariant unter Addition von Konstanten ist.
Ist der kritische Punkt nicht-degeneriert und lasst man beliebige Koordi-
natentransformationen zu, die den Ursprung invariant lassen, so besagt das
Morse Lemma (siehe z.B. [7]), dass es in einer geniigend kleinen Umgebung
der 0 Koordinaten (z1, - - z,) gibt, in denen

Bz, - ,zn):ix%i~~xiiy%:l:-~j:yz
gilt. Es macht jedoch keinen Sinn dieses auf allgemeine i-konvexe Funktionen
anzuwenden, da diese degenerierte kritische Punkte besitzen kénnen und es
auflerdem sinnvoll ist zu verlangen, dass die Koordinatentransformationen
die fast-komplexe Struktur ¢ erhalten. Das heifit nach Lemma 2, dass man

nur holomorphe Koordinatentransformationen zulésst, die den Ursprung er-
halten.

4.1. Lokale Normalform fiir die Terme 2. Ordnung. Zunichst sollen
nur die Terme 2. Ordnung untersucht werden. Fiir diese erhélt man die
folgende Normalform:

Satz 5. Sei ¢ : C" — R eine i-konvexe Funktion mit ¢(0) = 0, dp(0) =
0, dh. ¢ hat in 0 einen kritischen Punkt. Dann existieren holomorphe
Koordinaten (w1, - - ,wy), so dass ¢ beziiglich dieser Koordinaten die Form

d(wr, -+ ,wp) = |w|* + Re(w' Dw) + O(|w]?)

hat, wobei D = diag(dy, -+ ,dy) mit 0 < dy < --- < d,, und |- | die vom
standard-hermiteschen Skalarprodukt induzierte Norm auf C™ ist.

Beweis. Wihle beliebige komplexe Koordinaten (z1, - - , z,) auf C" und be-
trachte in diesen Koordinaten die Taylorentwicklung von ¢ um O:

82 - (o
B(z1, -+ ,2m) = %ZZj:l [28%8‘2 (0)zz; + 821_8‘2 (0)ziz;
0° _
+aziai-j (0)zi7] + O(|I%)
82 _ 82
= Z?,jzl [W%(O)zzz] + Re <ﬁ(o)zz2j>} + O(’ZP)

Das heif3t, dass

$(2) = ' Az + Re(2'Bz) + O(|2®) (4.1)

mit A := (%) € C"*" gelbstadjungiert und positiv definit nach Lemma

5und B := ( ai%ij) e C™*"™ symmetrisch.
Betrachte zunéchst das Verhalten von ¢ unter einer allgemeinen komplex-

linearen Koordinatentransformation z = Sw, S € GL(C;n):

b(w) = (Sw) A(Sw) + Re((Sw)'B(Sw)) + O(jwf?)
= wS*ASw + Re(w'StBSw) + O(|w|?).
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Das heifit, dass A zu S*AS und B zu S!BS wird. Insbesondere ist S*AS
selbstadjungiert und positiv definit und S*BS symmetrisch.

Nach Satz 2 existiert ein U € U(n), so dass U*AU = diag(A1, -+, An)
diagonal ist mit Ag, -+, A, > 0 den Eigenwerten von A. Diese sind alle echt
positiv, da A positiv definit ist. Also hat ¢ beziiglich der Koordinaten z=Uw
die Form:

¢(w) = diag(Ai, -+, An) + Re(w'Byw) + O(|w|?)
mit B,, = U'BU.
Eine weitere lineare Koordinatentransformation der Form
1 1
Ju

w = diag(

ergibt dann:

o(v) = |v|2 + Re(vtBUv) + O(Jv
mit B, := diag(—= 1

|
1 ~ 1
) Budiag(Sas s ).
Da B, symmetrisch ist kann man schliefilich Satz 4 anwenden und erhélt ein
V € U(n), so dass
V!B,V = diag(dy,--- ,d,)
mit 0 < dy,--- < d, die (nicht negativen) Singulérwerte von B,. Unter der
Koordinatentransformation v = Vu erhélt man somit wegen (Uu)*(Uu) =
wU*Uu = u*u = |u|?:
¢(u) = |u* + Re(u'diag(dy, - ,dn)u) + O([ul?).

Also haben die Koordinaten (up,---,u,) die gewiinschten Eigenschaften.
O

Bemerkung 6. Aus Gleichung (4.1) ist ersichtlich, dass die Transformation
der Terme zweiter Ordnung unter einer holomorphen Koordinatentransfor-
mation, die den Ursprung erhélt, allein vom linearen Anteil der Koordina-
tentransformation abhéngig ist.

Korollar 3. Gegeben ¢ : C* — R i-konvexr mit kritischem Punkt in 0.
Dann gibt es genau eine Matriz D = diag(dy, - - - ,d,) mit den Eigenschaften
0<d < <dyund ¢(21, - ,2n) = |2]>+ Re(2!Dz)+O(23) in geeigneten
holomorphen Koordinaten.

Beweis. Nach Satz 5 existiert eine Matrix D und geeignete Koordinaten mit
diesen Eigenschaften. Weiter wird der (|z|2 4+ O(|z|?))-Anteil offenbar genau
von den holomorphen Koordinatentransformationen der Form

f(z) =Uz+0(z)

mit U unitér erhalten.

Angenommen es gibt eine weitere Matrix D’ = diag(d},--- ,d},) mit den-
selben Eigenschaften. Dann existiert eine holomorphe Koordinatentransfor-
mation, deren linearer Anteil durch ein unitdres U gegeben ist, so dass
D' = U'DU. Nach Korollar 2 haben dann D’ und D die gleichen Sin-
guldrwerte. Da die Diagonalelemente beider Matrizen positiv sind, sind diese
aber gerade durch die Diagonalelemente von D und D’ gegeben und weil wei-
ter 0 <dj <--- <d,, sowie0<d <---<d, angenommen wurde folgt
D=D" O



25

Korollar 4. Sei ¢ : C" — R i-konvex mit kritischem Punkt in 0 und seien
(21, ,2n) Koordinaten mit ¢(z1,--- ,2n) = |2|* + Re(2tDz) + O(23) fiir
ein passendes D = diag(dy,- - ,dy,).

Nimmt man an, dass gilt: 0 < dy < do < --- < dy,, so werden die Terme
2. Ordnung genau von den holomorphen Koordinatentransformationen der
Form f(2) = (£21,- - ,%2,) + O(2?) erhalten.

Beweis. Aus dem Beweis von Korollar 3 folgt sofort, dass f(z) = Uz +
O(|z|?) mit U unitér.
Sei also U unitdr mit U!DU = D. Wegen D reellwertig gilt dann:
D=D=U'DU =U*DU.
Hieraus folgt:
D? = DD =U'DUU*DU = U'D*U.
Das heifit also:
D*=D’=U*D* =U"'DU
und somit kommutiert D? mit U.
Es folgt, dass die Eigenrdume von D? invariant unter U sind, denn:

D?v =M= D*Uv=UD% =Ul = \Uv

Wegen Diagonalitit von D sind die Eigenriume von D? aber gerade durch
span{ei}, -, span{e,} gegeben mit (ey,--- ,e,) der kanonischen Basis von
c.
Demzufolge gilt:

Uei = )\iei Vi

mit passenden \; € C.
Also ist U ebenfalls diagonal und aus U'DU = D folgt sofort:

Ai=FE1Vi

= U = diag(+1,--- ,£1).
U

Bemerkung 7. Analog kann man zeigen, dass fir D = diag(dy,--- ,dy)
mt0<dy=---=d, <dy41=-=d, <---<d, = =d, die Dif-
feomorphismen, die die lokale Normalform erhalten, genau die holomorphen
Funktionen der Form:

f(2) = diag(Uy, 03+, 0p)z + O(|2[*)
mit Uy € U(ly) und O; € O(l;) sind.

4.2. Lokale Normalform fiir die Terme héherer Ordnung. Um die
Frage zu kldren, ob es eine gute Normalform fiir die Terme hoéherer Ord-
nung, das heiffit Terme der Ordnung gréfler als zwei, gibt, geniigt es nach
Korollar 4, wenn man sich auf in einer Umgebung der 0 biholomorphe Funk-
tionen f: C* — C™ mit f(2) = 2+ O(|z|?) beschrinkt. Man stellt fest, dass
man fiir die Terme dritter Ordnung den nicht-harmonischen Anteil weg-
transformieren kann, wihrend fiir Terme vierter und héherer Ordnung auch
das nicht moglich ist.
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Satz 6. Sei ¢ : C" — R i-konver mit ¢(z2) = |z|? + Re(2'Dz) + O(|z|*) und
D = diag(dy, -+ ,dy), 0 < dy < --- < d.

Dann gibt es in einer Umgebung der O eine holomorphe Koordinatentrans-
formationen der Form

n
2 = w; + Z cijrwjwg + O(|wl?),
Jk=1

so dass ¢ beziiglich der Koordinaten (wy,--- ,wy) die folgende Form hat:

n
d(w) = |w|* + Re(w'Dw) + Re Z dijrwsw;wy, | + O(jw|b), bijr € C
ivjvk:]-
Verlangt man zusdtzlich, dass die c;;, € C in j und k symmetrisch sind, so
sind sie durch ¢ bereits eindeutiqg festgelegt.

Beweis. Taylorentwicklung bis zur dritten Ordnung um 0 ergibt:

n
o(z) = ‘z|2 + Re(ztDz) + Re Z QijkziZj 2K + bijpZizjze | + O(|Z|4)
i.j k=1
mit passenden a;ji, b;j1 € C, wobei man annehmen kann, dass b;ji = b
gilt, wodurch die b;;;, insbesondere eindeutig werden.
Diese Terme transformieren unter z; = w; + 7, _; cijrwjwi, + O(Jw?) zu:

(b(z) = ‘w’Q + Re(thw) + 2 E?,j,k:l Re [(dici]’k + (“Tjk)wiijk]
by
+23 0 k= Re [(Cijk + %k)wiijk] + O(Jw|*).
Also erhilt man eindeutige ¢;ji, := —bgk mit ¢;;, = ¢ und

d(w) = |w|* + Re(w' Dw) 4+ Re( Z dijrwiwjwg) + O(Jw[*),
ig k=1

wobei die d;;, passend gewéhlt werden. U
Bei den Termen k-ter Ordnung mit k& > 4 kann man nach demselben

Prinzip eine der Summen eliminieren. Mehr ist jedoch nicht moglich, wie
man im folgenden Beispiel fiir die Terme vierter Ordnung sieht.

Beispiel 3. Betrachte die i-konvexe Funktion ¢ : C — R gegeben durch:
(2 = x +iy) = |2|> + Re(2?) + Re(22* + 222 + |2|Y).
Sei weiter
z = aw + bw? + cw® + O(|w|*)

mit a, b, ¢ € C eine beliebige holomorphe Koordinatentransformation in einer
Umgebung der 0. Dann rechnet man leicht nach, dass ¢ bzgl. w die folgende
Form hat:

p(w) = la*lw* + Re (a*w?) + 2Re (abww? + abw?®) + Re ((2 + 2¢ + b*)w?)
+Re (14 20)ww) + Re (14 [b]*)[w[*) + O(jw]?).
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Will man jetzt, dass die Terme zweiter Ordnung erhalten bleiben und keine
Terme der Form ww? auftreten, so folgt sofort a = +1,b = 0. Unter dieser
Annahme hat man:

d(w) = |w* + Re(w?) + Re((2 + 2c)w” + (1 + 2c)ww + |w|?) + O(Jw]?).

Man sieht, dass die Terme der Form |w|* erhalten bleiben und man nur
einen der Terme, die durch w* und w>w entstehen, wegtransformieren kann.
Insbesondere sind die Terme vierter Ordnung dann nicht mehr harmonisch,
wie man leicht nachrechnet.

Es stellt sich natiirlicherweise die Frage, inwiefern es moglich ist eine loka-
le Normalform fiir allgemeine J-konvexe Funktionen in kritischen Punkten
anzugeben. Wie in Kapitel 2 erwédhnt wurde, ist nicht jede fast-komplexe
Mannigfaltigkeit komplex und man kann somit die Resultate fiir i-konvexe
Funktionen nicht direkt auf J-konvexe Funktionen verallgemeinern. Bei ge-
nauerer Betrachtung fillt auf, dass beim Versuch einer direkten Verallge-
meinerung die folgenden beiden Probleme auftreten:

(1) Aus Bemerkung 5 wird deutlich, dass aus der J-Konvexitit im All-

gemeinen nicht direkt folgt, dass die Matrix ( 828_26“{;) positiv definit
10Zj

ist.

(2) Wie am Ende von Kapitel 3.2 thematisiert wird, ist im Allgemei-
nen der Raum der (J,J)-holomorphen Diffeomorphismen auf einer
Umgebung der 0 gegeniiber dem Raum der standard-holomorphen
Diffeomorphismen auf einer Umgebung der 0 klein und hat insbe-
sondere keine schone Darstellung.

Die beiden Schwierigkeiten lassen sich l6sen, indem man zeigt, dass es
lokale Koordinaten gibt, beziiglich derer J eine lokale Normalform hat, die
die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) ¢ J-konvex in 0 < ¢ i-konvex in 0

(2) diese Eigenschaft ist erhalten unter komplex-linearen Koordinaten-
transformationen

Unter diesen Umstédnden kann man die Theorie zur lokalen Normalform -
konvexer Funktionen anwenden. Das Ziel der néchsten beiden Abschnitte ist
es zu zeigen, dass solche Koordinaten tatsachlich existieren.
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5. J-HOLOMORPHE KURVEN

Sei D;'(0) C C™ der offene Ball vom Radius » um 0 in C" und D,(0) :=
D}(0) C € der offene Ball vom Radius r um 0 in C. Sei weiter || - ||ca (),

0 < a € R, die Holdernorm auf den glatten Funktionen U — R"* = Rnxn
mit U C C™.

Das folgende Lemma zeigt, dass man jede fast-komplexe Struktur J lokal
als eine kleine Deformation der standard-komplexen Struktur .Jy auffassen
kann (siehe [8]):

Lemma 8. Sei (V,J) eine fast komplexe Mannigfaltigkeit und seien o, Ao >
0 beliebig. Dann existiert fiir jeden Punkt p € M eine Umgebung U C V,

so wie lokale Koordinaten z : U = D7 (0) Cc C", so dass z(p) = 0 und fir
ze(J):=z,0J 0 z*_l gilt:

o z.(J)(0) = Jy

o |[z:(J) — J‘JHCa(D?(O)) <X

Beweis. Nach Proposition 2 existieren lokale Koordinaten z auf M, so dass
beziiglich dieser Koordinaten z.(J)(0) = Jy gilt.
Sei fiir u >0
d,:C"—=C"
1
Zr —z

I
die Streckung um den Faktor % Setze z, := d, o z. Man rechnet leicht nach,
dass fiir glattes z gilt:

}}L%”(Zu)*(J) - JOHC&(W) =0.

Wihlt man also U::zljl(D’f(O)), mit p grofl genug, so folgt die Behauptung.
O

Definition 10. Sei (V,J) eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit. Unter einer
J-holomorphen Kurve durch einen Punkt p € V versteht man eine (i, J)-
holomorphe Funktion z: U C € — V mit 0 € U C C offen und z(0) = p.

Da man hier nur an lokalen Eigenschaften J-holomorpher Kurven interes-
siert ist, geniigt es bei der weiteren Betrachtung anzunehmen, dass man sich
auf C”, ausgestattet mit einer fast-komplexen Struktur J, befindet. Weiter
kann nach Lemma 8 angenommen werden, dass J(0) = Jy und dass fiir ein
beliebig grofles aber festes o > 0 gilt: ||J — JOHCQ(W) <) << 1

Der Begriff J-holomorpher Kurven hat in der lokalen Theorie J-konvexer
Funktionen auf Grund des folgenden Lemmas (siehe [8]) eine grofle Bedeu-
tung:

Lemma 9. Betrachte C", ausgestattet mit einer fast-komplexen Struktur

J. Sei ¢ : C" — R eine glatte reellwertige Funktion und t € To(l’O)C".

Sei weiter z : U C C — C" eine J-holomorphe Kurve durch 0 € C™ mit
B8 _ 9z(0) —

z*(0)8< = aC(O) =t.

Dann qilt:

0

Lj(0;t) = L, (0; a

),
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wobei Lé(O; t) = Lé(O; 2Re(t)) V t € Tél’o)(D" mit Hilfe der Identifikation
ToC" = TO(I’O)C” aus Lemma 8 definiert wird. Lfﬁoz wird analog definiert.
Beweis. Nach Lemma 6 gilt fir X € ToC™:

LJ(0; X) = Liso, (05 2(0) X).
Wegen Lemma 4 kommutiert das folgende Diagramm:

TC = TC"
7 I
71O 2y T@L0)Cn
Das heifit aber:
Li(O;t) = Lg(O;QRe(t)) L;(O;z*(O)(ZRe(t)))
L;oz(O;Qfe(z*(O)t)) = L, (0;2:(0)t)
= Lzﬁoz((]?aic)

O

Um ein besseres Verstédndnis J-holomorpher Kurven zu erhalten formu-
liert man die definierende Differentialgleichung z, o Jy = J o z, fiir eine
J-holomorphe Kurve z : U C € — C" mit 2(0) = 0 um. Hierbei orientieren
wir uns an [10]:

Durch Einsetzen der Basisvektoren % und 8% erhélt man die beiden Glei-
chungen

0 0 0 0
*7:J *77_*7:J * 5 -
: oy “or “*ox : oy
Wegen J? = —1 sind diese fiquivalent und es ist somit z J-holomorph genau
dann, wenn
0 0 0z 0z
vy =Ja—& —=J—. 5.1
oy~ or T oy T ow (5-1)

Wie in Kapitel 3.3 setzt man
0 _1(0: 02\ _1(0z 0z
o¢ — 2\oz oy) 2\ox “oy

0z _1(0z 0z\ _1(0z 0z
ac —2\az "ay) " 2\ox T oy )

wobei das zweite Gleichheitszeichen aus der Identifizierung von C" mit R?"
folgt und hier Jy die auf C" zuriickgezogene standard-komplexe Strukutur
bezeichnet.

Dann gilt aber:

und

0z 0z Oz

ae ¢ o
0= (0= 0
oy (ac B ac)
Setzt man dies in Gleichung (5.1) ein, so erhélt man:

(o + J><§§> — (- (§C> . (5.2)
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Hieraus folgt die folgende partielle Differentialgleichung fiir J-holomorphe
Kurven durch die 0 in C™:

Lemma 10. Wihle lokale Koordinaten wie in Lemma 8 mit o grofi genug
und A\g << 1. Dann gilt:

Fine komplexe Kurve z : U C C — D}(0) mit 2(0) = 0 ist J-holomorph
genau dann, wenn

0z 0z
875 = Q(z)aiga
wobei Q(z) die durch
Q(2)0 := (Jo+ J(2)) HJo — J(2))v V v € T,C" (5.3)

definierte komplex-lineare Abbildung ist.

Beweis. Zu iiberpriifen ist, dass (Jo+J(z(())) invertierbar fiir alle ¢ € U ist
und dass Q(z) tatsichlich komplex-linear ist. Alles andere folgt sofort aus
Gleichung (5.2).

Per Vorraussetzung ist ||.J — Jo||ca(pn(o)) << 1 fiir ein groBes a. Hieraus
folgt sofort, dass J + Jy nah bei 2Jy liegt und somit invertierbar ist, weil
Invertierbarkeit eine offene Bedingung ist und Jy invertierbar ist.

Um zu zeigen, dass Q(z) fiir alle z € D}(0) komplex-linear ist, geniigt es
offensichtlich zu zeigen, dass Q(z) := (Jo + J(2)) " (Jo — J(2)) fiir alle 2 €
D7(0) komplex-antilinear ist. Das heifit es geniigt zu zeigen, dass gilt:

Q(2)Jo = —JoQ(2).
J? = Jg = —1 und Invertierbarkeit von (Jy + J) ergeben:
(Jo+ JJ)Jo=J(Jo+J)

= —Jo(Jo+ )t =—(+J)1J
und
(Jo — D)o = —J(Jo — J).

Setzt man dies zusammen, so ergibt sich:

Qz)Jy = (J0+J)_1(J0—J)JQ
= —(Jo+J) " I(Jo—J)
= *Jo(J0+J)_1(J0*J)

= —JoQ(z)
O

Das heif3t, dass jede fast-komplexe Struktur J eine komplex-lineare Ab-

bildung @ definiert, in der alle Informationen iiber J-holomorphe Kurven
gespeichert sind.
Umgekehrt definiert jeder glatte Schnitt () im Biindel der komplex-linearen
Endomorphismen auf T’C" mit Q(0) = 0 durch Auflésen von Gleichung (5.3)
nach J, eine fast komplexe Struktur J in einer Umgebung der 0. Diese ist
gegeben durch:

J(2) = Jo(1 = Q(2))(1 +Q()™"
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und es handelt sich tatséichlich um eine fast komplexe Struktur, da aus
QJy = —JpQ folgt:

J(2? = W[1-Q@][1+Q()]  h[1-Q@][1+Q]"

= 1-Q@)]H[1+Q)] " [1-Qx)]h[L+qQ]""

= -1

Insbesondere erhélt man also eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen fast-
komplexen Strukturen, die nahe bei Jy liegen, und glatten komplex-linearen
Schnitten im Endomorphismenbiindel von T'C”, die nahe bei 0 liegen.

Im Kontext J-holomorpher Kurven stellt sich die Frage, ob zu gegebenen
Anfangsbedingungen eine J-holomorphe Kurve existiert. Diese wird durch
das folgende Theorem von Nijenhuis und Woolf beantwortet:

Theorem 4 (Nijenhuis-Woolf). Sei J eine fast-komplexe Struktur in einer
Umgebung V' der 0 in C* mit J(0) = Jo und sei v € C* = T10C",
Dann existiert eine, auf einer Umgebung U C C der 0 definierte, J-holomorphe

Kumez:UCC—>Vmitz(O):Oundg—z:v.

Ein Beweis hierfiir findet sich in [9].
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6. LOKALE NORMALFORM FAST-KOMPLEXER STRUKTUREN

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass es eine Normalform fiir J gibt mit
der Eigenschaft, dass J-Konvexitidt und i-Konvexitit in 0 beziiglich dieser
dasselbe sind.

In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass jede J-holomorphe Kurve z : U C C —
D7(0) durch 0 Losung der Differentialgleichung
0z 0z
QO (61
ist, wobei Q(2) eine J(z) eindeutig zugeordnete C-lineare Abbildung 7,C" —
T.C™ mit Q(0) = 0 ist.

Definition 11. Bezeichne fiir eine Funktion f : U ¢ €* — R* im Folgenden
f» den Anteil der totalen Ableitung von f in z-Richtung und f5 den Anteil
der totalen Ableitung in z-Richtung. Das heifit, dass fiir p € U und v =
(i, ,vp) € C" = T,C" gilt:

_\9f
fz(P)U— 87%%’
=1

_of
fz(p) - 9z,

Das folgende Lemma (siehe [8]) liefert eine niitzliche lokale Normalform
flir Q:

Lemma 11. Sei J eine fast-komplexe Struktur auf einer kleinen Umgebung
U der 0 in C™. Dann existiert ein lokaler Diffeomorphismus ® in einer Um-
gebung U’ C U der 0, so dass die J := ®,J durch Gleichung (5.3) eindeutig
zugeordnete C"™™-wertige Funktion Q erfillt:

Q(0) =0,Q=(0) =0,
wobei Z := ®(z).
Man kann ® von der Form ®(z) = z+ ZZj:l Grjzrz; mit ¢p; € C" wdhlen.

Beweis. Sei z : D,(0) — U eine J-holomorphe Kurve in U. Setze Z(() :=
®(2(¢)). Dann ist Z eine J-holomorphe Kurve und erfiillt somit Gleichung
(6.1) fiir J-Holomorphie, wobei anstelle von Q jetzt natiirlich Q steht.
Um ein geeignetes ® zu bestimmen stellt man zunéchst eine Beziehung zwi-
schen @ und Q her. Hierfiir berechnet man zunichst die partiellen Ablei-
tungen von Z mit Hilfe von Gleichung (6.1) fiir J-Holomorphie von z:

0z 0((®02)(Q) 0z 0z

oc = ¢ act®ac
0 —0z — 0z
iafcz@z?— 2@8*5
(@ -3.Q) =
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und:

05 _0((®0)(Q) _y 05 | 4 0
e o Pepr TPy
0z

Diese setzt man jetzt in die Gleichung fiir J-Holomorphie von % ein und
erhalt:

0z ~ .- = 0z
(—<I>ZQ+<I>2)8—§+Q(<1>2—¢ZQ) a% _0

fiir jede J-holomorphe Kurve z.
Wegen Theorem 4 (Nijenhuis-Woolf) gibt es fiir beliebiges p € C", t € C" =

T,C" eine J-holomorphe Kurve mit z(0) = p und g—z(p) = ¢ und es folgt
sofort, dass

(—0.Q + ©z) + Q(2: — 0.Q) = 0.
Diese Gleichung liisst sich nach Q auflosen, sofern ®; — ®,Q invertierbar ist.
Dies ist offensichtlich in einer kleinen Umgebung der 0 erfiillt genau dann,

wenn der komplex-lineare Anteil von ® von der Form C'z mit C € GL(n,C™)
ist, da @ glatt ist mit Q(0) = 0. Unter diesen Vorraussetzungen ist also:

Q= (2:Q— 2:)(®: — 2.Q)7"
Sei nun ®(z) =z + 3} . dxj2kZ;, Wie oben beschrieben. Dann gilt:
o, =1+ 0(z]),

n
=) Bz,
k=1

mit Matrizen @i = (¢;) € C™*".
Andererseits hat die Taylorentwicklung von () um 0 die Form:

Q(z) = A(z) + B(2) + O(|2*)
mit:
A(z) = ZAkzk,
k=1

n
B(Z) = Z Bk-Z_k-,
k=1
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wobei Ay, By, € C™"*", }
Setzt man das in den Ausdruck fiir Q) ein, so erhélt man:

Q(z) = ((]l+(9(|2|)) (A(z) + B(z) + O(|2]*)) Z%%)
-1
(11+0 (I2]) By (A(z) + B(2) + (!z\2>)>

_ (A Z‘I’kzk+(’)(|z\ )) (L+0(z))~"
k=1

Z (A, — @)z + B(2) + O(|2]?).

Das letzte Gleichheitszeichen folgt sofort durch Taylorentwicklung von (1 +
O(|2]))~! um 0 mit Hilfe der Bedingung (1 + O(|z]))~1(1 + O(|z|)) = 1.
Wenn man jetzt ®y := A wahlt, erhilt man also
Q(z) = B(z) + O(|z*).
Aus Z = ®(2) = 2z + O(|2|?) folgt leicht, dass z = ®~1(2) = 2 + O(|2]?) gilt.
Setzt man dies fiir z ein, so erhélt man:
Q(z(2)) = B(2) + O(|2)

Insbesondere ist dann Qs (0) = 0 und somit folgt die Behauptung. U

Die folgende Proposition zeigt, dass es in den Koordinaten aus Lemma

11 moglich ist, Aussagen iiber die lokale Normalform i-konvexer Funktionen
auf J-konvexe Funktionen zu iibertragen.

Proposition 4. Sei J eine fast-komplexe Struktur auf einer Umgebung U
der 0 in C", so dass gilt Q(0) = 0, Q.(0) = 0. Dann gilt fiir jede glatte
Funktion ¢ : U = R und alle t € ToC™:

Lé(O; t) = Lio (05 1)
Beweis. Nach dem Nijenhuis-Woolf-Theorem existiert zu gegebenem t &
C"™ =2 THC™ eine J-holomorphe Kurve
2(¢) = ¢ +dC + a¢® + b¢? + (¢ + O([¢[*)

mit a, b, ¢, d € C", die insbesondere Losung von Gleichung (6.1) ist.
Wegen . (0) = 0 erhilt man fiir die Taylorentwicklung von @ um 0:

Q(z) = B(2) + O(|=),

mit B wie in Lemma 11.
Setzt man diese beiden Ausdriicke in Gleichung (6.1) ein, so erhélt man:

d+20¢ 4 ¢ + B(H)tC + O(|¢]*) =0
Also muss ¢ = d = 0 gelten und man hat somit:

2(¢) = t¢ +al® +b(* + O(|¢%)
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In Analogie zu Gleichung (4.1) erhélt man die Taylorentwicklung von ¢ um
0 durch:

n

n 9 82
P21,y 2n) = ¢(0) + 2Re <Zaj( ) + Z (az 5(2 le_j)
i=1 " i

’Ljf

3 gas 53 | + Ol
4,7=1
Wodurch sich fiir (¢ o 2)(¢) folgendes ergibt:

n 82 ~
¢(¢) = ¢(0) + Re (Za tc+alc2+bg2>+zazlij 0)t:t5¢C

7]7

— 82’28

7]

+ Re 0)t:t;¢% | +O(¢P)

Nun sind aber offensichtlich die Terme
"~ 9¢ 2 2
— (i i b; ,
Re (;1 Gt +aic? + i)

fe azzazj

(0)t:t;¢>
ij=1
Realteile holomorpher Funktionen in C und somit harmonisch. Weiter gilt

d(po _
nach Lemma 5: L (0;¢) =457, 52 g; (0)titj, L, (032) =4 5?8? (0)2z.

Dies ergibt zusammen mit Lemma 9 und’ Gleichung (3.1):

Lj(0;t) = L}(0; =

B d(poz)
=1 dCI¢ (©)

N P -
=13 o 5% (0)t:t;

ij=1
J
= Ly°(0;)
Man beachte, dass in der Rechnung die in Lemma 9 eingefiihrte Definition
der Levi-Form auf 710 C™ verwendet wurde. O
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7. LOKALE NORMALFORM FUR J-KONVEXE FUNKTIONEN

Lemma 11 und Proposition 4 zeigen, dass man fiir eine gegebene fast-
komplexe Struktur J auf C" Koordinaten in einer Umgebung der 0 erhalt, so
dass in diesen Koordinaten Lé (0,t) = LéO(O, t) fiir alle auf einer Umgebung
der 0 definierten glatten reellwertigen Funktionen ¢ : U — R. Insbesondere
ist also in diesen Koordinaten J-Konvexitit in 0 dquivalent zu i-Konvexitéit
in 0. Diese Eigenschaft ist invariant unter komplex-linearen Koordinaten-
transformationen, wie das folgende Lemma zeigt:

Lemma 12. Sei J eine fast-komplexe Struktur auf einer kleinen Umgebung
U der 0 in C", so dass gilt Q(0) = 0, Q.(0) = 0. Sei weiter & : C* — C"
eine R-lineare Koordinatentransformation und zZ := ®(z). Dann gilt:

Die fast-komplexe Struktur J := z*(.J) in den Koordinaten % erfiillt Q(0) =
0, Qg(O) = 0 genau dann, wenn ® komplex-linear ist, das heifit (z) = Az
fir ein A € GL(n;C).

Beweis. Nach Definition von @ gilt Q(0) = 0 genau dann, wenn J(0) = Jp.
Per Definition ist Jy die von ¢ induzierte fast-komplexe Struktur auf C”. Das
heiBt aber, dass J(0) = Jy genau dann, wenn ® komplex-linear ist. Also gilt
Q(O) = 0 genau dann, wenn ® komplex-linear ist. Es bleibt zu zeigen, dass
in diesem Fall auch gilt Qz(0) = 0:

Der Beweis von Lemma 11 zeigt, dass

Qz) = (2:Q — @2)(%: — €:.Q) ™! = AQ()A™"
Nun ist aber z = A~ und es folgt somit, wegen Q(z) = B(2) + O(|z|?):
O(2) = AB(AT'5) A7 + 0(2)
Hieraus folgt sofort die Behauptung. O
Das heifit aber, dass sich die Aussagen iiber die lokale Normalform i-

konvexer Funktionen aus Kapitel 4 wie folgt auf Aussagen iiber die lokale
Normalform J-konvexer Funktionen verallgemeinern lassen:

Satz 7. Sei (V,J) eine fast-kompleze Mannigfaltigkeit und ¢ : V. — R
eine J-konvexe Funktion, die in p € V einen kritischen Punkt hat. Dann
existieren Koordinaten z = (z1,- - , zp) in einer Umgebung von p mit z(p) =
0, so dass fiir J beziiglich dieser Koordinaten gilt

Q(0) =0, Q:(0)=0
und ¢ beztiglich dieser Koordinaten die Form
B(2) = ¢(p) + |2|> + Re(2'Dz) + O(|z]*)
annimmt, mit D = diag(dy,--- ,dy) und 0 < dy < -+ < d,.

Beweis. Wihle beliebige lokale Koordinaten v um p mit u(p) = 0. Die fast-
komplexe Struktur ist beziiglich dieser Koordinaten gegeben durch u*(.J).
Nach Lemma 11 existiert eine Koordinatentransformation v := ®(u) mit
v(0) = 0, so dass beziiglich der Koordinaten v die zur fast-komplexen Struk-
tur J' := v*(u*(J)) gehorende Matrix @' die Bedingungen Q'(0) = 0,
Q. (0) = 0 erfiillt. Nach Proposition 4 ist dann ¢ i-konvex in 0 und, da
¢ glatt ist, auch in einer Umgebung der 0.
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Das heifit man findet nach Satz 5 eine komplex-lineare Koordinatentrans-
formation z = Av, so dass gilt:

d(2) = ¢(p) + |2|> + Re(2'Dz) + O(|z]?),
mit D = diag(dy,--- ,d,) und 0 < dj < --- < d,.
Da aber die Koordinatentransformation z = Av komplex-linear ist, gilt nach
Lemma 12 fiir die fast-komplexe Struktur J” := z*(.J’) ebenfalls Q”(0) =0

und Q7(0) = 0 und da durch z nach Konstruktion lokale Koordinaten um p
gegeben sind folgt die Behauptung. O

Wegen Lemma 12 verallgemeinern sich auch die Eindeutigkeitsaussagen
fiir die Normalform der Terme zweiter Ordnung direkt:

Korollar 5. Sei (V,J) eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit und ¢ : V — R
J-konvexr mit kritischem Punkt in p. Dann g¢ibt es genau eine Matriz D =
diag(dy,--- ,d,) mit den Figenschaften 0 < d; < --- < d, und ¢(z) =
|22 + Re(2!Dz) + O(|z|®) in geeigneten Koordinaten.

Beweis. Der Beweis verlauft vollkommen analog zum Beweis von Korollar

3. (]

Korollar 6. Sei J eine fast-komplexe Struktur auf einer Umgebung U der 0
in C" mit Q(0) =0 und Q,(0) =0 und sei ¢ : U = R J-konver mit ¢(z) =
|z|2 4+ Re(2!Dz) 4+ O(|2]?), wobei D = diag(dy,--- ,dy), 0 < dy < --- < dp.
Dann gilt:
Ist f eine Koordinatentransformationen in einer Umgebung der 0, die Q(0) =
0, Q.(0) =0 und die Terme zweiter Ordnung von ¢ erhdlt, so ist f von der
Form

f(2) = (F21,-++  £2) + O(|2).
Beweis. Wegen Lemma 12 ist f von der Form:

f(z) = Az + O(I2]),

fiir ein A € C™" und man erhélt die Aussage vollkommen analog zum
Beweis von Korollar 4. (]

Es sei erwidhnt, dass man analog auch Bemerkung 7 verallgemeinern kann.
Schlieflich sollen noch die Terme héherer Ordnung betrachtet werden. Man
stellt fest, dass alle Terme der Ordnung grofler gleich 5 wegtransformiert
werden konnen:

Satz 8. Sei ¢ : V. — R eine J-konvexe Funktion, die in p € V einen
nicht-degenerierten kritischen Punkt hat. Dann existieren Koordinaten z =
(21, , 2n) in einer Umgebung von p mit z(p) = 0, so dass fir J beziiglich
dieser Koordinaten gilt:

Q(0) =0,Q:(0)=0
und ¢ beztiglich dieser Koordinaten die Form
() = ¢(p) + |2|> + Re(2'Dz) + r(2)

annimmt, wobei D = diag(dy,--- ,dy) und 0 < dy < --- < d,, und r ein
Polynom in den z; ist, welches nur aus Termen dritter und vierter Ordnung
besteht.
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Beweis. Anwenden des Morse-Lemmas liefert Koordinaten v = (u; = x1 +
Y1, Uy = Ty + 1Yn), in denen ¢ die Form

¢(u) = p(p) £af £ - xah £yi £ £ yp

hat. Jetzt bringt man wie im Beweis von Satz 7 zunéchst J und dann ¢
auf Normalform. Beachtet man, dass die Transformation in Lemma 11, mit
der man J auf Normalfrom bringt, quadratisch gew&hlt werden kann und
die Transformation aus Satz 5, mit der man anschlieflend ¢ auf Normalform
bringt, komplex-linear ist, so folgt die Behauptung, da man insgesamt eine
Transformation zweiter Ordnung bendétigt, um sowohl J, als auch ¢ auf
Normalform zu bringen. O

Bemerkung 8. Die Menge der Koordinatentransformationen, die die Nor-
malform fiir J invariant lassen ist deutlich grofler als die Menge der holo-
morphen Funktionen, da man ausgehend von beliebigen Koordinaten um
einen kritischen Punkt allein durch Anwenden einer Transformation zweiter
Ordnung sowohl J, als auch ¢ auf Normalform bringen kann.
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